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14 Landkarten und Abbildungen

Gebietseinfarbung ...

Komplexe Funktionen (in einer Variablen) sind Abbil-
dungen von der Gauli’schen Zahlenebene © nach C.
Zur Visualisierung verwenden wir hier eine neue Ent-
wicklung der Gebietseinfirbung, bei der wesentliche
Eigenschaften der Funktion farblich dargestellt werden.
Langs schwarzer Linien sind die Betrdge der Funktions-

Visualisierung einer komplexwertigen Funktion

werte konstant, und lings weiller Linien das Argument.
Nullstellen und Polstellen sind an schwarzen bzw. wei-
Ben Punktzentren erkenntlich, die hier zwolf oder mehr
einlaufende, weille Linien besitzen. Wesentliche Singu-
larititen liegen bei den groflen, weillen Bereichen mit
den unendlich vielen, feinen Regenbogenmustern.
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Farbschema bzw. f(2) =z

Bei der Gebietseinfarbung (engl.: domain coloring)
einer Funktion 7 : @ < © —  wird der Definitionsbe-
reich Q2 anhand der Funktionswerte eingefarbt. Hier-
zu versieht man den Bildraum T der Funktion mit ei-
nem Farbschema, wobei technisch eine Funktion col:
C - Farbraum verwendet wird, die jedem Funktions-
wert eine charakteristische Farbe zuordnet. Nun wird
Meromorphe Funktion

f(2)=(2-1) (z+1)*/((z+ i)(z - ©)?)

flz) =1/(#°-1)

aus der komplexen Funktion f und der Farbfunktion
col eine Einfarbung des Definitionsbereiches erstellt:
jeder Punkt z € Q erhalt den Farbwert col(f(z)), wird
also anhand des Funktionswertes von fan dieser Stelle
eingefarbt. Das hier verwendete Farbschema ist oben
links gezeigt, und es ist gleichzeitig als Einfarbung von
f(2)=z interpretierbar.

Funktion f(2)=zsin(1/2)

mit wesentlicher Singularitat

K. Poelke, K. Polthier Lifted Domain Coloring Computer Graphics Forum 28 (3), 2009
F. A. Farris www.maa.org/pubs/amm_complements/complex.html Visualizing complex-valued functions on the plane



292 14 Landkarten und Abbildungen

... und Riemann'sche Flachen

Wurzelfunktion /z ist auf
ihrer Riemann'schen Fla-
che eingefarbt. Die Fla-

Die Wurzelfunktion
JZ sowie viele an-
dere Funktionen

che besteht aus zwei
Blattern, die langs
der negativen reellen

Achse verklebt und
bei z=0 verzweigt
sind.

sind  mehrwer-

tig und besitzen

an jeder Stelle
der  komplexen
Ebene zwei oder
mehr  Funktions-
werte. Zum Beispiel
hat JT die Werte 1 oder
—1, ebenso hat\/: die Wer-

wendet man eine
zweifache  Uber-
lagerung (oben).
Auch die Funktion
Nz 1lyz+ 1 1st zwer-
wertig. lhre beiden Blatter
tei und 4, nur J0 ist eindeutig sind unten als Quadrate gezeigt.
0. Nach einer Idee von Bernhard Riemann Sie werden langs der Verbindungsstrecke
werden mehrwertige Funktionen allerdings eindeutig,  der zwe1 Verzweigungspunkte -1 und +1 zusammen-
wenn man als Definitionsbereich geeignete verzweigte — geheftet, und dabei blau mit blau und grun mit gran
Uberlagerungen der komplexen Ebene verwendet. Fir  verbunden. Auf der raumlichen Darstellung (links un-
die Wurzelfunktion, die fast tberall zweiwertig ist, ver-  ten) entsteht dadurch ein kontinuierlicher Farbverlauf.

Die Riemann'sche Flache der Sechsfach Uberlagernde Riemann'sche
Funktion yz— 1 Jz+ 1 istan Flache mit vier Verzweigungspunkten.
den Punkten z=1und z=-1 L

verzweigt, ahnlich wie
die Wurzelfunktion
oben.

¢_|

M. Nieser, K. Poelke, K. Polthier Automatic Generation of Riemann Surface Meshes GMP 2010, Springer LNCS 6130, 161-178
H. Weyl Die Idee der Riemannschen Fldche Teubner 1913
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Die Reihenentwicklung
der Exponentialfunktion

Die klassisch schone Rethenentwicklung der Exponen-
tialfunktion lautet:
k

2 2
ezzg —
k!

k=0

Die Exponentialfunktion besitzt weder im Reellen
noch im Komplexen eine Nullstelle. Nun betrachten
wir die Taylor-Entwicklung der Ordnung n ohne Rest-
glied:

P,(2)

Es handelt sich um Polynome in 2, welche die Funktion
umso besser annihern, je grofer n ist. Solche Polyno-
me haben jedoch mit wachsendem Grad dementspre-

chend viele Nullstellen. Ein Widerspruch?

Die Erkldrung liegt darin, dass die Polynome ja nur
innerhalb eines gewissen, immer grofler werdenden,
Radius um den Ursprung die Exponentialfunktion gut
annahern. Weiter aulen tendieren die Polynome dazu
yauszuscheren® und viele Nullstellen zu besitzen. Erst
wenn n unendlich groB ist, ist die gesamte Exponenti-
alfunktion dargestellt.

P (z) P,I__)(.:) e

10

Die obige Bilderserie zeigt von links startend die Taylor-Polynome
der Ordnung 1, 5, 10 und 15 sowie rechts die Exponentialfunktion,
Jeweils im Bereich z = £14+144. Das verwendete Farbschema ist ein
Facher von Schwarz tiber Rot und Gelb nach Weil3. Vom Nullpunkt
ausgehende, radiale Strahlen sind weil} gefarbt. Man erkennt Null-
stellen daran, dass lokal gesehen eine Trennlinie des weil3-schwarzen
Bereichs ,auslauft”. Das geschulte Auge sieht, wie die Nullstellen mit
wachsendem Polynomgrad immer weiter vom Zentrum hinausge-
dréngt werden. Das Bild links zeigt eine VergroBerung fur n = 15.

Bilder von Konstantin Poelke nach einer Idee von Hans Lundmark

H. Lundmark www.mai.liu.se/ ~ halun/complex/taylor Taylor polynomials of the exponential function - Universitdt Linkopings
F. Labelle www.cs.berkeley.edu/ ~ flab/complex/gallery2.html The Maclaurin series of exp(z) — Berkeley University of California
G. Abdo http://my.fit.edu/ ~ gabdo/function.html Plotting Functions of a Complex Variable - Florida Institute of Technology



